7  Многомерные геометрические объекты
Тема 24   Понятие многообразия. 
Тензорные поля на многообразии

Определение. Дифференцируемым n-мерным многообразием называется произвольное множество точек, в котором введена следующая структура:
1)
множество М представлено в виде объединения конечного или счетного числа областей 
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 n-мерного евклидова пространства, 
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в каждой области 
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 заданы координаты 
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, которые называются локальными координатами. Области  
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  при  этом называют  координатными окрестностями   или   картами.   Пересечение   
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 каждой   пары   этих   областей   в множестве М, если оно не пусто, само является областью евклидова пространства, в которой действуют две системы локальных координат 
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. Требуется, чтобы каждая  из этих систем    локальных    координат    выражалась    через    другую дифференцируемым образом:
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 будет отличен  от  нуля.  Функции  (1)  называются  функциями перехода от координат 
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 к координатам 
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 и обратно. Общий класс гладкости функций перехода для всех пересекающихся пар (p, q) называется классом гладкости самого многообразия М, заданного с помощью «атласа» 
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Простейшим примером многообразия является евклидово пространство или любая его область.
Важный класс многообразий составляют ориентируемые многообразия. 
Определение. Многообразие М называется ориентированным, если якобианы функций перехода  
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 положительны   для   всех   пересекающихся   пар   областей. (Например, евклидово пространство  
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 с координатами  (
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Определение. Говорят, что (х) и (у) определяют одну и ту же ориентацию в 
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, если I > 0, и противоположную, если I < 0 (Т. о., евклидово пространство 
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 обладает двумя ориентациями).
Пусть заданы два многообразия: 
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Определение. Отображение 
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 называется гладким класса гладкости k, если функции 
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для всех пар (q, p), когда они определены в областях, где они определены, являются гладкими класса гладкости k. В случае если N есть действительная прямая, N = R, отображение 
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 называется числовой функцией f(x), х – точка многообразия М.
Определение.   Два  многообразия   М   и   N   называются   гладко   эквивалентными (диффеоморфными). если найдется взаимно однозначное и гладкое в обе стороны отображение какого-то класса гладкости 
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Пусть на многообразии М задана кривая 
[image: image31.wmf])

(

t

x

x

=

, 
[image: image32.wmf]b

a

£

£

t

х, х – точка многообразия. Пока кривая находится в области 
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 действия локальной системы координат 
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В этих координатах 
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В области действия двух координатных систем 
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Для скорости получаем формулу:
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На основе ее введем:
Определение. Касательным вектором к многообразию М в произвольной точке х называется вектор, записываемый в системе локальных координат (
[image: image42.wmf]a
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) набором чисел 
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; записи одного и того же вектора в разных  системах локальных координат содержащих эту точку, связаны формулой:
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Касательные векторы к n-мерному многообразию М в данной точке х образуют п-мерное линейное пространство 
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 (касательное пространство).  В  частности, вектор скорости любой гладкой кривой является касательным вектором.
Гладкое отображение f многообразия М в многообразие N определяет индуцированное линейное отображение 
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, при этом вектор скорости кривой x = x(t) на многообразии М переходит по определению в вектор скорости кривой f(x(t)) на многообразии N.
Определение. Римановой (псевдоримановой) метрикой на многообразии М называется положительная (невырожденная) квадратичная форма, заданная на касательных векторах в каждой точке многообразия и гладко зависящая от локальных координат. В каждой области 
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 действия локальных координат (
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  для любого вектора 
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 в точке х.
Определение. Тензор типа (k, l) на многообразий задается в каждой системе локальных координат (
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Все  свойства,   полученные  для  тензоров  в  области  п-мерного  пространства, переносятся на тензоры на многообразии.
Метрика 
[image: image57.wmf]ab
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 на многообразии – пример тензора типа (0, 2).
Основные понятия и формулы
Геометрия разворачивается в некотором пространстве, которое состоит из точек P, Q,…. В этом пространстве можно обычным способом ввести декартовы координаты. Введение декартовых координат в пространство означает, что каждой точке пространства поставлен в соответствие набор действительных чисел x1, x2, …, xn, называемых ее координатами, причем выполняются следующие свойства: 1) разным точкам пространства соответствуют разные наборы координат; 2) каждому набору (x1, x2, …, xn), где xi – любые действительные числа, должна соответствовать какая-то точка изучаемого пространства.

Пространство, в котором введены декартовы координаты (x1, x2, …, xn) так, что выполняются перечисленные выше свойства, называется n-мерным декартовым пространством и обозначается через Rn. Число n называется числом измерений или размерностью пространства. 

Пусть декартовы координаты в n-мерном пространстве таковы, что если точке P соответствуют ее координаты (x1, x2, …, xn), а точке Q –                  (y1, y2,…, yn), то квадрат длины прямолинейного отрезка, соединяющего точки P и Q, равен l2 =
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. Тогда пространство называется евклидовым, а декартовы координаты с такими свойствами называются евклидовыми координатами. 

С точками евклидова пространства удобно связывать векторы. Вектор, ведущий из начала координат O в изучаемую точку P, называется радиус-вектором этой точки. Декартовы координаты (x1, x2, …, xn) точки P называются координатами вектора. Если заданы два вектора 
[image: image59.wmf])

...,

,

(

1

n

x

x

=

®

x

 и 
[image: image60.wmf])

,...,

(

1

n

y

y

=

®

h

, то их евклидовым скалярным произведением называется число 
                                               
[image: image61.wmf]å

=

®

®

®

®

=

=

×

n

i

i

i

1

y

x

)

,

(

h

x

h

x

.
 
          

 (1) 
Оно обладает свойствами: 
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Декартовы координаты x1, …, xn, в которых скалярное произведение имеет вид (1), называются евклидовыми координатами.

Пусть U – некоторая область в n-мерном евклидовом пространстве En с декартовыми координатами (x1, x2, …, xn), а 
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 – еще одно n-мерное евклидово пространство с декартовыми координатами y1, y2, …, yn. Регулярной криволинейной системой координат в области U евклидова пространства En называется система гладких (т. е. бесконечно дифференцируемых) функций y1(x1, x2, …, xn), …, yn(x1, x2, …, xn), задающая взаимно однозначное отображение f области U на некоторую область V евклидова пространства 
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этого отображения отличен от нуля во всех точках области U. Таким образом, с каждой точкой P области  U сопоставляется набор чисел y1(P),…, yn(P), называемых криволинейными координатами.

Пусть теперь в области U заданы две криволинейные системы координат y1(P),…, yn(P) и  z1(P),…, zn(P). Это означает, что заданы два взаимно  однозначных и взаимно дифференцируемых отображения f и g, что 
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. Так как отображения f  и g взаимно однозначны, то можно рассмотреть соответствие, сопоставляющее координатам (y1(P), …, yn(P)) точки P ее координаты  (z1(P),…, zn(P)). Это соответствие определяет отображение 
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Пусть 
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На любой гладкой кривой (такой кривой, что вектор скорости 
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Пусть в области U задана произвольная криволинейная система координат (y1, y2,…,yn) и пусть 
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 – некоторая гладкая кривая. Тогда переменные y1, y2,…,yn являются гладкими функциями декартовых координат x1, x2, …, xn  в области U, причем 
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 в любой точке области. По теореме обратной функции переменные  x1, x2, …, xn в области U можно однозначно выразить в виде гладких функций от y1, y2,…,yn: xi = xi(y1, y2,…,yn). Если 
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где 
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Таким образом, длина кривой в криволинейных координатах  y1, y2,…,yn  определяется с помощью симметрической матрицы G=(gmp),  где  gmp – гладкие функции переменных  y1, y2,…,yn . Если F – отображение перехода от криволинейных координат (y) к декартовым (x) в области  U , то 
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 – матрица Якоби отображения F.

Пусть (z1,…,zn) – еще одна система криволинейных координат в области U, а 
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[image: image113.wmf]Ô

 записывается в виде 
[image: image114.wmf]n

i

y

y

z

z

n

i

i

£

£

=

1

),

,...,

(

1

 и его дифференциал 
[image: image115.wmf]dÔ
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Говорят, что в области U  n-мерного пространства задана риманова метрика, если в каждой регулярной системе координат (y1, y2,…,yn) определен выбор гладких функций gij(y), удовлетворяющий следующим условиям: а) gij(y)=gji(y), т. е. матрица G(y)=(gij(y)) симметрична; б) матрица G(y) невырожденна и положительно определена; в) при замене координат 
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 матрица 
[image: image121.wmf])

(

y

G

 преобразуется как матрица квадратичной формы: 
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Если в области U задана риманова метрика G(y)= (gij) и в системе координат (y1, y2,…,yn) задана некоторая гладкая кривая 
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Пусть в области  U  заданы две кривые 
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Часто вместо полной длины дуги записывают явную формулу для дифференциала дуги 
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. Будем говорить, что метрика gij=gji(z) евклидова, если найдутся координаты 
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Говорят, что в области U  n-мерного пространства задана псевдориманова (индефинитная) метрика, если в каждой регулярной системе координат (y1, y2,…,yn) определен  набор  гладких  функций  gij(y), удовлетворяющий следующим условиям:  1) gij(y)= gji(y);  2) матрица G(y) невырождена; 3) при замене координат 
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 матрица G(y) преобразуется по правилу G(z)=(dF)G(y)(dF)t. Псевдориманова метрика gij типа (p, q), где p + q = n, если p – положительный, q – отрицательный индексы инерции квадратичной формы 
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В псевдоевклидовой метрике длина кривой определяется так же, как и в случае римановой метрики.

Метрика gij=gij(z) псевдоевклидова, если найдутся новые координаты 
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, где p + q = n. При этом псевдоевклидовыми будут обычные координаты 
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Длина вектора 
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 в псевдоевклидовом пространстве 
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1) времениподобные векторы, для которых 
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Совокупность всех векторов 
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 может быть вещественным, мнимым числом или нулем. Множество таких векторов (или, что то же самое, точек) называется псевдосферой типа (p, q) радиуса 
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Пусть в n-мерном пространстве заданы две области: область 
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Пусть в области 
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Если G – матрица метрики, 
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Множество всех движений данной метрики образует группу, которая называется движением данной метрики.
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Непрерывной кривой в трехмерном евклидовом пространстве 
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2) уравнение нормальной плоскости:
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4) уравнение соприкасающейся плоскости:                          
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5) уравнение главной нормали:
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  6) уравнение спрямляющей плоскости:
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Касательная, главная нормаль и бинормаль определяют в каждой точке кривой трехгранник с тремя прямыми углами при вершине, совпадающей с точкой кривой. Этот трехгранник называется сопровождающим трехгранником кривой. Гранями сопровождающего трехгранника будут три взаимно перпендикулярные плоскости: соприкасающаяся плоскость, содержащая касательную и главную нормаль; нормальная, содержащая главную нормаль и бинормаль; спрямляющая, содержащая бинормаль и касательную. Единичные векторы касательной, главной нормали и бинормали, направленные по осям сопровождающего трехгранника в положительном направлении, выражаются соответственно (рис. 47). 


[image: image332.wmf]r

r

¢

¢

=

r

r

r

t

,              
[image: image333.wmf]=

u

r



 EMBED Equation.3  [image: image334.wmf]ê

ë

é

ú

û

ù

¢

ú

û

ù

¢

¢

ê

ë

é

¢

ú

û

ù

ê

ë

é

¢

ú

û

ù

¢

¢

ê

ë

é

¢

®

r

,

,

,

,

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

 ,           
[image: image335.wmf][

]

ú

û

ù

ê

ë

é

¢

¢

¢

¢

¢

¢

=

r

r

r

r

r

r

r

r

r

,

,

b

.
[image: image336.png]cnpann

EByopmans

'HopMaIEHas ILIOCKOCTE

5

I1aBHas HopMans

—

= T . Conpumacaromasca

nockocTs
N

N





Рисунок 47 – Сопровождающий трехгранник кривой

Векторы сопровождающего трехгранника меняются при движении точки по кривой. Это изменение для кривой, заданной в натуральном параметре 
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Если кривая отнесена к натуральному параметру, то 
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Нормаль к поверхности есть прямая, проходящая через данную точку поверхности по направлению вектора  
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Площадь поверхности определяется формулой
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Проекция вектора кривизны линии на нормаль поверхности в точке, через которую проходит эта кривая, называется нормальной кривизной этой кривой, которая определяется формулой 
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 – матрица второй квадратичной формы. Существует такой базис, в котором матрица 
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Формула Гаусса: 
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Геодезической линией на поверхности называется линия, главная нормаль которой в каждой ее точке совпадает с нормалью к поверхности в той же точке. Если кривая на поверхности задана параметрическим уравнением 
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Геодезической кривизной 
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 в точке на поверхности называется кривизна в этой точке ортогональной проекции 
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 поверхности в данной точке. Пусть кривая на поверхности задана параметрическим уравнением 
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 – натуральный параметр на кривой. Тогда геодезическая кривизна вычисляется по формуле: 
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Тензоры – это важнейший из классов величин, числовая запись которых меняется при изменении координат. Тензором (тензорным полем) типа (p, q) ранга  p+q называется объект, задаваемый набором чисел 
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 –  числовая запись тензора в координатах 
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Приведем примеры тензоров: 

1) скаляр – тензор 0-го ранга;

2) векторы (типа вектора скорости) – тензор типа (1, 0):
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3) ковектор (типа градиента функции) – тензор типа (0, 1):
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4) квадратичная форма на векторах (скалярное произведение векторов) – тензор типа (0, 2):
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5) квадратичная форма на ковекторах (скалярное произведение ковекторов) – тензор типа (2, 0): 

  
[image: image532.wmf](

)

å

¶

¶

¶

¶

=

¢

®

¢

l

l

l

,

;

)

(

k

j

k

i

k

ij

ij

ij

x

z

x

z

g

g

g

g

;

6) линейный оператор на векторах (ковекторах) – тензор типа (1, 1):  
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Говорят, что два тензора 
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Аналогично определяется перестановка нижних индексов.

Для тензора 
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[image: image542.wmf](

)

k

k

i

l

,

 будет тензор 
[image: image543.wmf]1

1

1

1

...

...

~

-

-

T

p

q

i

i

j

j

 типа (p – 1, q – 1), определяемый формулой 


[image: image544.wmf]1

1

1

1

...

...

~

-

-

T

p

q

i

i

j

j

=
[image: image545.wmf]å

=

+

-

+

-

T

n

i

i

ii

i

i

j

ij

j

j

p

k

k

q

1

...

...

...

...

1

1

1

1

1

1

l

l

.

Если заданы два тензора 
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Произведение вектора 
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Произведение вектора 
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 Отметим, что совокупность всех тензоров типа (p, q) в заданной точке пространства образует линейное пространство: если 
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А как же быть в других системах координат, связанных с евклидовой нелинейной заменой? 
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где набор функций 
[image: image633.wmf]p

kq

Ã

 вычисляется по формуле 
[image: image634.wmf]p

kq

Ã



 EMBED Equation.3  [image: image635.wmf]m

i

k

q

m

p

i

x

x

z

z

x

z

x

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

-

=

2

.

Например, для тензоров 2-го ранга имеем 
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Будем говорить, что задана операция ковариантного дифференцирования (взятия градиента) тензоров любого типа, если в любой системе координат  
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Параллельным переносом вектора 
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 Определим внешнее произведение двух дифференциальных форм ранга 
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[image: image769.wmf]w

 ранга 
[image: image770.wmf](

)

q

p

+

 
[image: image771.wmf]å

+

+

<

<

Ù

=

Ù

=

q

p

q

p

k

k

k

k

k

dx

R

...

...

2

1

1

1

1

...

w

w

w

 
[image: image772.wmf]q

p

k

dx

+

Ù

...

, полагая 
[image: image773.wmf](

)

å

+

+

+

+

Î

=

q

p

q

p

p

p

q

p

S

k

k

k

k

k

k

S

T

q

p

R

s

s

s

)

...

...

(

...

1

1

1

.

!

!

sgn

. Внешнее произведение дифференциальных форм – билинейная ассоциативная операция, причем 
[image: image774.wmf](

)

2

1

1

2

1

w

w

w

w

Ù

-

=

Ù

p

, если 
[image: image775.wmf]1

w

 – форма ранга 
[image: image776.wmf]p

, 
[image: image777.wmf]2

w

 – ранга 
[image: image778.wmf]q

.

Определим форму 
[image: image779.wmf]w

d

 степени 
[image: image780.wmf]1

+

k

, полагая 
[image: image781.wmf]å

<

<

Ù

¶

¶

=

k

k

i

i

i

i

i

i

i

dx

x

T

d

...

...

1

0

0

0

1

w

 
[image: image782.wmf]k

i

i

dx

dx

Ù

Ù

Ù

...

1

, где тензору 
[image: image783.wmf]k

i

i

T

...

1

 соответствует форма 
[image: image784.wmf]å

<

<

Ù

=

k

k

i

i

i

i

i

dx

T

...

...

1

1

1

...

w

 
[image: image785.wmf]p

i

dx

Ù

...

и имеют место тождества:

1) 
[image: image786.wmf]å

+

+

+

<

<

Ù

Ù

=

1

1

1

1

1

1

...

...

...

)

(

q

k

k

j

j

j

j

j

j

dx

dx

dT

d

w

;

2) 
[image: image787.wmf](

)

(

)

2

1

2

1

2

1

1

w

w

w

w

w

w

d

d

d

p

Ù

-

+

Ù

=

Ù

, где 
[image: image788.wmf]2

1

,

w

w

 – дифференциальные формы степеней 
[image: image789.wmf]p

 и  
[image: image790.wmf]q

 соответственно;

3) 
[image: image791.wmf](

)

0

=

w

d

d

.

Определим операцию ограничения тензора типа 
[image: image792.wmf](

)

k

,

0

 на поверхность. Для поверхности 
[image: image793.wmf](

)

k

i

i

z

z

x

x

...,

,

1

=

 рассмотрим выражение 
[image: image794.wmf]å

<

<

Ù

k

k

i

i

i

i

i

dx

T

...

...

1

1

1

...

  
[image: image795.wmf]k

i

dx

Ù

...

,  где  
[image: image796.wmf](

)

(

)

z

x

T

k

i

i

...

1

  выражено  через  
[image: image797.wmf]k

z

z

,...,

1

  в  точках  поверхности и 
[image: image798.wmf]k

k

j

j

dz

z

x

dx

¶

¶

=

. В точках поверхности 
[image: image799.wmf](

)

z

x

x

=

 имеем 
[image: image800.wmf]å

å

<

<

<

<

Ù

Ù

=

Ù

Ù

k

k

k

k

k

k

i

i

k

i

i

i

i

k

i

i

i

i

i

i

dz

dz

T

I

dx

dx

T

...

1

...

...

...

12

...

...

1

1

1

1

1

1

...

...

, где 
[image: image801.wmf]k

i

i

k

I

...

...

12

1

 – минор матрицы 
[image: image802.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

j

i

z

x

. Это выражение называется ограничением кососимметрического тензора 
[image: image803.wmf]k

i

i

T

...

1

 на поверхность 
[image: image804.wmf](

)

z

x

x

=

. Это тензор 
[image: image805.wmf]k

-го ранга в 
[image: image806.wmf]k

-мерном пространстве.

Обычный кратный интеграл от ограничения


[image: image807.wmf]ò

å

ò

Ù

Ù

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

<

<

k

i

i

i

i

k

i

i

U

dz

dz

I

T

k

k

k

...

...

1

...

...

...

1

...

1

1

1

 тензора 
[image: image808.wmf]k

i

i

T

...

1

 по области 
[image: image809.wmf]U

 на поверхности называется интегралом от кососимметрического тензорного поля 
[image: image810.wmf]k

i

i

T

...

1

, заданного в 
[image: image811.wmf]n

-мерном пространстве по области 
[image: image812.wmf]U

 на любой поверхности  
[image: image813.wmf](

)

k

i

i

z

z

x

x

,...,

1

=

, 
[image: image814.wmf]n

i

,...,

1

=

. 
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Формула Гаусса – Остроградского:
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 – область на поверхности 
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; Г – граница этой области.

Дифференцируемым 
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-мерным многообразием называется произвольное множество точек М, в котором введена следующая структура:

– множество М представлено в виде объединения конечного или счетного числа областей 
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 заданы координаты 
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, называемые локальными координатами. Сами области 
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 при этом называются координатными окрестностями или картами.

Касательным вектором к многообразию 
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 в произвольной точке 
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 называется вектор, записываемый в системе локальных координат 
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; записи одного и того же вектора в разных системах локальных координат, содержащих эту точку, связаны формулой 
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Римановой (псевдоримановой) метрикой на многообразии 
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 называется положительная (невырожденная) квадратичная форма, заданная на касательных векторах в каждой точке многообразия и гладко зависящая от локальных координат. В каждой области 
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 действия локальных координат 
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 метрика задается симметрической матрицей 
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 для любого вектора 
[image: image848.wmf]x

r

 в точке 
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 (по повторяющимся индексам 
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 подразумеваем суммирование). Метрика задает скалярное произведение двух векторов в одной и той же точке: 
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Тензор типа 
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 на многообразии задается в каждой системе локальных координат 
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. В других локальных координатах 
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, содержащих точку 
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, этот же тензор задается величинами  
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Все утверждения, сформулированные для тензоров в области 
[image: image861.wmf]n

-мерного пространства, переносятся на тензоры на многообразии.
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